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❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✿ s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ str✐❝t✲
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ ♣❛t❤ ❝♦sts ✐♥t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ◆❡✇ r❡s✉❧ts ♦♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♥♦t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s s♦♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐ss✉❡s ♦♥ s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s✉❜✲
st✐t✉t✐✈✐t②✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② s✐t✉❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ✇✳r✳t✳ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ✉r❜❛♥✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞r✐✈❡r❧❡ss✱ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡
✇❤② t❤❡ t♦♣✐❝ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ ❝♦sts ✐♥t♦
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❍❑❱✵✽❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡✇✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣s t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❬❍❑❱✵✽❪✳
✶✳✷✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦
❲❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ tr❛❝❡✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✕ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲
t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✕ ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
✐♠❛❣❡s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❬■✈❘✾✾✱ ❑▼❚✵✹❪✱ s♣❡❡❝❤✲t♦✲t❡①t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬▼P❘✵✷✱ ▼P❘✵✺✱ ❇●❲✵✶❪
♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ❬●❛✉✾✺❪✳ ❚❤❡s❡ ❧❛r❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛s ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧②
st✉❞✐❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❬❑r♦✾✹✱ ❲❡❜✾✹✱ ❍■❏✵✷✱ ❑▲▼P✵✹❪✳ ❙❡❡ ❬❇❘✽✽❪ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳
❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ tr❛❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ❡①♣r❡ss✐✈❡
❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ str♦♥❣❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ❧✐✈❡✲
❧♦❝❦s✱ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ❝❛✉s❛❧✐t②✱ ❡t❝✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ str♦♥❣ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ❜② ▼✐❧♥❡r ❬▼✐❧✽✵❪ ❛♥❞ P❛r❦ ❬P❛r✽✶❪ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts
♥✉♠❡r♦✉s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ■t ♣r❡s❡r✈❡s ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s❀ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str♦♥❣ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝s ❬❍▼✽✺❪❀
t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❡✳❣✳ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣r❡✲
✜①✐♥❣ ❜② ❛♥ ❛❝t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s✉r✈❡② ❬✈●✵✶❪ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲♣r❡♦r❞❡r
r❡❧❛t✐♦♥s✳
❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬❇❑✵✸❪✳ ■♥ t❤❛t
♣❛♣❡r ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ ♠❛①✴♣❧✉s ❛✉t♦♠❛t♦♥ s✐♠✉❧❛t❡s ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠
❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❤❛♥❞❧❡
◗♦❙ ❛s♣❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦t✐♦♥s ♦✈❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r✱ ✉♥❧✐❦❡
❬❇❑✵✸❪✱ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤s ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛✳
✷
■♥ t❤❡ r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ❬t❇❇●✵✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t✱ ❧❡t ✉s q✉♦t❡✱ ✏❛✉t♦♠❛t❛✲
❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡✱ ❝♦♠♣♦s❡✱ ❛♥❞ ✈❡r✐❢② s❡r✈✐❝❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✑✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ ✐♥ ❬❇❆❇❈+✵✾❪ ❢♦r
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❋r❛❝t❛❧✱ ●❈▼ ❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✴s❡r✈✐❝❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ ♦r
▲❛❜❡❧❡❞ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭▲❚❙s✮ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬❋❯▼❑✵✼✱ ▼❘✵✽❪✮ ✐s t❤❛t t❤❡✐r ❢♦r♠❛❧
❜❛s✐s ❛❧❧♦✇s ❛✉t♦♠❛t✐❝ t♦♦❧ s✉♣♣♦rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭✜♥✐t❡ st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t❛✱
t✐♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ■✴❖ ❛✉t♦♠❛t❛✱ t❡❛♠ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ❡t❝✳✮ ✇✐t❤ ❝♦sts ♠❛❦❡s ✈❛r✐♦✉s ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❬❇❇❇❘✵✼❪✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❞❡✜♥❡s ❢♦✉r
❝♦♠♣♦♥❡♥t✴s❡r✈✐❝❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♥♦t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞
❛✉t♦♠❛t❛✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
♦✈❡r t❤♦s❡ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛rt✐❝❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♥❡✇
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ◗♦❙ ❛♥❞ ♦❢ ♥♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ t❡r♠ ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥ ✉s❡ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵ ②❡❛rs✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦ ❝♦♥s❡♥s✉s ✐♥ t❤❡
s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦♥ ✇❤❛t ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡✱ ❛♥❞ ♦♥ ❤♦✇ ✇❡
s❤♦✉❧❞ ❡❧✐❝✐t✱ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡♠ ❬●❧✐✵✼❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥❛♥✐♠♦✉s
❝♦♥s❡♥s✉s t❤❛t ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r
t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❥❡❝t✳ ❍✉♥❞r❡❞s ♦❢ ✇♦r❦s ❡①✐st ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ q✉❛❧✐t② ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❬▼❘❲✼✼✱ ❇❇❑+✼✽❪ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✐♥❝❡ ✶✾✼✼✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡
✇♦r❦s✱ ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
q✉❛❧✐t②✳ ❆ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ✐t ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥ ❬❈❈❍+✵✼❪✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❈❆ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡✷✱ ❛ r❡❝❡♥t s❡t ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡✲♥❡✉tr❛❧
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❛ ❙❡r✈✐❝❡✲❖r✐❡♥t❡❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❙❈❆ ✐s
❝❧❛✐♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉s❡r ❢r✐❡♥❞❧② ✇✐t❤✿
• ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t②♣❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❏❛✈❛✱ ❈✰✰✱ ❇P❊▲✱ P❍P✱ ❙♣r✐♥❣✱ ❡t❝✳
• ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜✐♥❞✐♥❣s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❲❡❜s❡r✈✐❝❡✱ ❏▼❙✱ ❊❏❇✱ ❏❙❖◆ ❘P❈✱ ❡t❝✳
• ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤♦st✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❚♦♠❝❛t✱ ❏❡tt②✱ ●❡r♦♥✐♠♦✱ ❖❙●■✱ ❡t❝✳
❚❤❡ ♣♦❧✐❝② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❙❈❆ s✉♣♣♦rts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s
❛♥❞ ◗♦❙ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡s✐❣♥ t♦ ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ♠✐♥✐♠✉♠✲❝♦st ❞❡❧❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢
❡①✐st✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬●■❘❙✵✽❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ✜♥✐t❡
st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦✉♥t❡rs✱ ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r♠✳ ❆❝t✐✈✐t② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦sts ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡❧❡❣❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❡❧❡❣❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s st✉❞② ❛♥❞ ♦✉rs ✐s t❤❛t ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✈❡r✐❢② ✐❢ ❛ s❡r✈✐❝❡✴❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐✲
t✉t❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✇✳r✳t✳ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡✐rs ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛
✇❛② t♦ ❞❡❧❡❣❛t❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝t✐♦♥s t♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤❡✐r ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s②♥t❤❡s✐s
t❛s❦ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳
❱❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✇♦r❦s
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♦r ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❬❙❈❍❙✵✼✱ ❈❱❩✵✼✱ ❈❍❙✵✻✱ ❇❱✵✻✱
❇r❛✵✸❪✳ ❖✉r ✇♦r❦ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ✐♥ ❬❈❱❩✵✼❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❞❞r❡ss❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s✉❜✲
st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ✉s✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
✷❚❤❡ ✜rst ♦✣❝✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❈❆ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s t❤❡ ✶✳✵ ✈❡rs✐♦♥✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
♠❛r❝❤ ✷✵✵✼✳
✸
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❧❛❜❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ s❡t ♦❢
❧❛❜❡❧s✱ ♣❛t❤ ❝♦sts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳
■♥ ❬❇❈❍✵✺✱ ❇❈❍❙✵✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡❞ t❤r❡❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♥♦t✐♦♥s ♦✈❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡
❛✉t♦♠❛t❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡s✳ ❋✐rst t✇♦ ♥♦t✐♦♥s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧s ❛♥❞ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡
st❛t❡❧❡ss ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♥♦t✐♦♥ ♦♥
♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❧❛❜❡❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❧✐❦❡ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛♥❛❣❡ ❝♦sts✳
❉✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❛❦✐♥❣ ◗♦❙ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤✐❧❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣
❲❡❜ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❬▲❑❉+✵✸✱ ❚✐❛✵✺✱ ❞✬❆✵✻✱ ❇❘▲✵✼✱ ❍❑❱✵✼❪✳ ■♥ ❬❍❑❱✵✼❪
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦✈❡r ✐♥t❡❣❡r
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳
■♥ ❬▲▼❲✵✼✱ ❙❲✵✾❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡r✈✐❝❡s ♠♦❞❡❧❧❡❞
❜② ♦♣❡♥ ♥❡ts ✭✉♥❝♦❧♦✉r❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✮✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
♦♣❡♥ ♥❡ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
s❡r✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛✐♥❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞♥❡ss ❢♦r ✇♦r❦✢♦✇ ♥❡ts ❬✈❞❆✾✽❪✳ ❊①✲
t❡♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✇✐t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r ✐ts st❛t❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❲✵✾❪
❣✐✈❡s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ❛❧❧ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs ♦❢ ❛ s❡r✈✐❝❡✳
❚❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡❝✐❞✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t②✳
■♥ ❬▲❱❖❙✵✾❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t P❡tr✐ ♥❡t s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r
❇P❊▲✳ ❇♦t❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ❞❛t❛ ✭♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✭❜❛s❡❞ ♦♥✮ s♦✉♥❞✲
♥❡ss ❬✈❞❆✾✽❪✱ r❡❧❛①❡❞ s♦✉♥❞♥❡ss ❬❉✈❞❆✵✹❪✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ✐♥ ❬❈❈❙❙✵✽❪ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t②
♣r♦❜❧❡♠✿ ❝❛♥ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡♣❧❛❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥❄ ❚❤❡ ✈❡r✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝❡♥t ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡
♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❬❈❈❙❙✵✽❪✳ ■♥ t❤❛t s❡tt✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦sts✱ t❤❡✐r
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♥♦t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦❢✮ ◗♦❙ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧s ✐s s✉♣✲
♣♦rt❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ t♦♦❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❑▲❆P❊❘ ❬●▼❘❙✵✼❪✱ P❛❧✲
❧❛❞✐♦ ❬❇❑❘✵✼❪ ❛♥❞ ❘♦❜♦❈♦♣ ❬❋❊❍❈✵✷❪✳ ❆s t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛♥②
r❡✜♥❡♠❡♥t ♥♦t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢♦r♠ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s
❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▲❡t ✉s ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✲
t♦❝♦❧ ❢♦r ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥t❡①t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■t ✐s ❞✉❡ t♦ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ❬❘❡✉✵✸✱ ❘❍❍✵✺❪ ❢♦r
s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❧❧♦✇ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤✐s ❛s♣❡❝t ❛♥❞ ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞
♣r♦t♦❝♦❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❬▼❙❑✵✺✱ ❋▼✵✼❪ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧♦❣✐❝ t♦
♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱ ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❯▼▲
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✶✳✸✳ ▲❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r
❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❙❡❝t✳ ✷✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ r❡❝❛❧❧s ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ❢♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲♦r✐❡♥t❡❞
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♥♦t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✹ ❛♥❞ ✺✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ♣✉ts t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❝♦♥t❡①t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❡①♣♦s❡s ❤♦✇ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❙❡❝t✐♦♥ ✽ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡s✳
✹
st❛rt
a b1
b2c
c
st❛rt
b1, b2
a
b1c
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts C1 ❛♥❞ C2
✷✳ ▼♦t✐✈❛t✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡✿ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❈♦♠♣♦♥❡♥t
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ q✉✐❝❦❧② ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡①❛♠♣❧❡✳ ■t
✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧ ❝❛s❡ st✉❞② ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳
❈♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ❚❆❈❖❙ ♣r♦❥❡❝t✸ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ✉r❜❛♥ ✈❡❤✐❝❧❡s
✇✐t❤ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❈②❜❡r❝❛r ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛ ♣✉❜❧✐❝
tr❛♥s♣♦rt s②st❡♠ ✇✐t❤ ❢✉❧❧② ♦r ♣❛rt✐❛❧❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞r✐✈✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛✐♠❡❞ ❛t r❡♣❧❛❝✐♥❣
t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛r✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦r♥❡rst♦♥❡s ✐s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❧✐❦❡ ❈r✐st❛❧ ♦r ❈②❝❛❜✳
❆ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❧❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ▼❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥✲
✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ❧❡t✬s q✉♦t❡ ●P❙✱
●❆▲■▲❊❖ ♦r ●▲❖◆❆❙❙ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ●❧♦❜❛❧ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❙❛t❡❧✲
❧✐t❡ ❙②st❡♠s ✭●◆❙❙✱ ❢♦r s❤♦rt✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝✉rr❡♥t❧② ♦♥❧② s♦♠❡ ♠♦❜✐❧❡ t❡r♠✐♥❛❧s ✭❧❛♣t♦♣s✱
P❉❆s✱ ❝❡❧❧ ♣❤♦♥❡s✱ ❡t❝✳✮ ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤ ●◆❙❙ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②s✲
t❡♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❀ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ●◆❙❙ s②st❡♠s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❞♦ ♥♦t ✇♦r❦ ✐♥❞♦♦rs✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♥✉♠❡r♦✉s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❤❛✈❡ ❛r✐s❡♥ ✭s❡❡ ❬❙❊✵✻✱ ❊❋P❈✵✹✱ ❍◆❙✵✸✱ ❘▼●✵✺✱ ❖●✵✵❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥
✐ss✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠s✮✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ s✉❝❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
s②st❡♠s✱ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦
♣r♦✈✐❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❞❛t❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠❛ts✳ ❚❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❢♦r♠❛t ✐s t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♦♥❡✱ ❧✐❦❡ t❤❛t
✉s✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ●P❙ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠✳ ❇✉t ♦t❤❡r s②st❡♠s ❣✐✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥
❞❛t❛✱ ❧✐❦❡ ✬❨♦✉ ❛r❡ ♥❡❛r t❤❡ st❛t✐♦♥ P❧❛❝❡ ❙t❛♥✐s❧❛s✬✳
■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤❡r❡ ❲✐r❡✲
❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ●◆❙❙✳ ❚❤❡✐r ❛❜str❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉s❡r ✐s
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ ✐s✿ ✬❲❤❡♥ ✐s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡♣t ♦r r❡❥❡❝t t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜②
❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t❄✬
• ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❈✶ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❝t✐♦♥ a ❡♥❝♦❞❡s t❤❛t ❈✶ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
r❡q✉❡st❀ ❛t t❤✐s st❛❣❡✱ ❈✶ ♣❡r❢♦r♠s ❡✐t❤❡r ♦♥❧② ❛❝t✐♦♥ b1 ♦r ❜♦t❤ b1 ❛♥❞ b2 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✭❛❜str❛❝t❡❞✮ ✈❛❧✉❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ a r❡q✉❡st✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ b1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛s b2 ❡♥❝♦❞❡s ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳
✸❚❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❆❣❡♥❝② ❚❆❈❖❙ ♣r♦❥❡❝t✱ ❆◆❘✲✵✻✲❙❊❚■✲✵✶✼ ✭❤tt♣✿✴✴t❛❝♦s✳❧♦r✐❛✳❢r✮✳
✺
st❛rt
a|1 b1|2
b2|2c|3
c|3
st❛rt
b2|4, b1|1
a|1
b1|1
c|3
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts C3 ❛♥❞ C4 ✇✐t❤ ❝♦sts
❚❤❡ ❛❜str❛❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ♦r
t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✴r❡❞✉❝❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❝❡ t❤❡
❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❤♦s❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❛❝❤
t❤❡ ♥❡①t st❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♠✉st ❝♦♠♣✉t❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❧♦❝❛t✐♦♥
❞❛t❛ t♦ ♦✛❡r t♦ ✐ts ♣❛ss❡♥❣❡rs✳ ❚❤❡♥ ❈✶ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ c t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ✐ts
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❛s❦ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡①❡❝✉t❡❞✳
• ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❈✷ ✇♦r❦s s✐♠✐❧❛r❧② ❜✉t ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❞♦♥❡ ✜rst b1✱ ✐t ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛❝t✐♦♥s
b1 ♦r b2 ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♠✉st ❣✐✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t❧②✳
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❈✶ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧❧② s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❈✷✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ❡♥❡r❣② ❝♦sts ♦✈❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ❈✸ ❛♥❞ ❈✹
✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♣✉t ♦♥ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❋♦r ❜♦t❤ ❈✸ ❛♥❞ ❈✹✱ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ r❡q✉❡st a ❝♦sts ✶ ❡♥❡r❣② ✉♥✐t ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
c ❝♦sts ✸ ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❈✸ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ b1 ❛♥❞ b2 ❝♦sts ✷ ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts✳ ❋♦r ❈✹✱
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ b1 ❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ♦♥❧② ✶ ❡♥❡r❣② ✉♥✐t ❜✉t ❛❧❧ b2 ❛❝t✐♦♥s ❝♦st 4 ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts✳
❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈✸ ❤❛s ❛ ❧♦✇✲❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t
t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛❝t✐♦♥s b1 ❛♥❞ b2✳ ❈✹ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦✇✲❝❛❝❤❡ ♠❡♠♦r② t❤❛t
❛❧❧♦✇s ✐t t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛❝t✐♦♥ b1 ✇✐t❤ ❛ ❝♦st ♦❢ ✶ ❡♥❡r❣② ✉♥✐t✳ ❈✹ ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ❤❛r❞
❞r✐✈❡ t❤❛t ♠❛❦❡s b2 ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ ♦♥ ❤❛r❞ ❞r✐✈❡s
❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝♦st ♦❢ 4 ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ s❛② t❤❛t ❈✹
❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ ❈✸ s✐♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ab1b2c ♦♥ ❈✸ ❤❛s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✽ ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts ✇❤❡r❡❛s t❤❡
s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❝♦sts ✾ ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts ♦♥ ❈✹✳
✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
✸✳✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ Σ ❞❡♥♦t❡s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣❡r
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞
❛✉t♦♠❛t❛ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛♥② ✇❡✐❣❤ts ✐♥ ❛ s❡♠✐✲r✐♥❣✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ A ♦✈❡r Σ ✐s ❛ q✉✐♥t✉♣❧❡t
A = (Q,Σ, E, I, F )
✇❤❡r❡ Q ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ E ⊆ Q×Σ×Z×Q ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ I ⊆ Q ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✱ ❛♥❞ F ⊆ Q ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s✳ ❋✐♥✐t❡ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛
❛r❡ ♦❢t❡♥ s✐♠♣❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳
✻
1st❛rt 2
b, 1
a, 2
a, 1a, 0
3st❛rt 5
4st❛rt
a, 3
b, 3
b, 4
a, 1
a, 1
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆✉t♦♠❛t❛ Aexe1 ❛♥❞ Aexe2
❋✐❣✉r❡ ✸ ❣✐✈❡s t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ■♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ❛r❡ r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛rr♦✇s ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝✐r❝❧❡✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ E✿ ❢♦r ❡✈❡r② ❛❝t✐♦♥ a✱ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s p, q✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ✐♥ E ❛t ♠♦st ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (p, a, c, q)✱ ❛❧s♦ ✇r✐tt❡♥ p
a,c
−→A q✳ ◆♦✇ ✇❡
❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♥♦t✐♦♥s✳
❆ ♣❛rt✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ A ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡
π = (p0, a0, c0, q0), (p1, a1, c1, q1), . . . , (pn, an, cn, qn) ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ A s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
0 ≤ i < n✱ qi = pi+1✳ ■❢ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ p0 ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ qn ✐s ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡✱ t❤❡♥
✇❡ ❝❛❧❧ π ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ tr❛❝❡✴❧❛❜❡❧ tr(π) ♦❢ t❤❡ ✭♣❛rt✐❛❧✮ ❡①❡❝✉t✐♦♥
π ✐s t❤❡ ✇♦r❞ a0a1 . . . an✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✭♣❛rt✐❛❧✮ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ci✬s✿
costA(π) =
∑n
i=0 ci✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ (1, a, 0, 1), (1, a, 0, 1), (1, b, 1, 2), (2, a, 2, 1) ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧
♣❛t❤ ♦❢ Aexe1✱ ✇❤♦s❡ tr❛❝❡ ✐s aaba ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ✇❡✐❣❤t ✐s 0 + 0 + 1 + 2 = 3✳
❆ st❛t❡ p ♦❢ ❛ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✴r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ❝♦✲❛❝❝❡ss✐❜❧❡✴❝♦✲
r❡❛❝❤❛❜❧❡✮ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ t♦ p ✭r❡s♣✳ ❢r♦♠ p t♦ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡✮✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✱ t❤❡ st❛t❡ 2, 3 ✐s ♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱
❣✐✈❡♥ A✱ L(A) ❞❡♥♦t❡s ✐ts s❡t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❛❝❡s✳
❆♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐s tr✐♠ ✐❢ ✐ts st❛t❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❜♦t❤ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦✲❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ■t ✐s ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❛✉t♦♠❛t♦♥ A✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
t✐♠❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✶ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳
❆♥ ❛✉t♦♠❛t♦♥ A ✐s ✜♥✐t❡❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r
❡✈❡r② ✇♦r❞ w t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ♠♦st k s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤s ✐♥ A ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② w✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❛✉t♦♠❛t♦♥ Aexe2 ✐s ✜♥✐t❡❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ Aexe1 ✐s ♥♦t✿ t❤❡ ✇♦r❞ ba
nb
✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② n ❞✐✛❡r❡♥t s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ 2 t♦ 1 ✐s
✜r❡❞✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t A1 = (Q1, A,E1, I1, F1) ❛♥❞ A2 = (Q2, A,E2, I2, F2) ❜❡ t✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛✳
❆ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ A1,A2⊆ Q1 ×Q2 ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ (p1, p2) ∈A1,A2 ✐♠♣❧✐❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ a ✐♥
A ❛♥❞ ❛❧❧ c1 ✐♥ Q✱
✐✮ ❢♦r ❡✈❡r② q1 ∈ Q1✱ ✐❢ (p1, a, c1, q1) ∈ E1 t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st q2 ∈ Q2 ❛♥❞ c2 ∈ Q s✉❝❤ t❤❛t
(p2, a, c2, q2) ∈ E2 ❛♥❞ (q1, q2) ∈A1,A2 ✱ ❛♥❞
✐✐✮ ✐❢ p1 ✐s ✜♥❛❧✱ t❤❡♥ p2 ✐s ✜♥❛❧ t♦♦✳
■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♦♥ A1 ❛♥❞ A2✱ ✇❡ ❥✉st s❛② t❤❛t p2 ✲ s✐♠✉❧❛t❡s p1✱ ✇r✐tt❡♥
p1  p2✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ (p1, p2)✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ Q1 ×Q2 ❡①✐sts✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ Q1 ×Q2
✐s ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② A1,A2 ✳
✼
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣❛t❤s ♦❢ A1 ❛♥❞ A2 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
π2 ♦❢ A2 ✲ s✐♠✉❧❛t❡s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π1 ♦❢ A1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ ✭❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✮ ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② i✱ π1[i]  π2[i]✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇r✐t❡ A1  A2 ✐❢
❢♦r ❡✈❡r② ❝♦✲❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ i1 ♦❢ A1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ i2 ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t
i1  i2✳ ❋♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❈✸  ❈✹✳
✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
❆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴s❡r✈✐❝❡s ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t✴s❡r✈✐❝❡ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦s ❛s ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧② ❢❛✐❧✐♥❣ s❡r✈✐❝❡✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r
❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t②✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❢♦r t✇♦ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡✐r ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉✲
t♦♠❛t❛ A1 ❛♥❞ A2✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r A2 ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s A1
✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦r ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t②✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦✉r ♥♦t✐♦♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♠❛♥❛❣✐♥❣ ◗♦❙ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ s❡r✈✐❝❡ S1 ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ s❡r✈✐❝❡ S2
✐❢ S2 ❤❛s ❛ ✇❛② t♦ ❛❝t ❛s S1 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤✐s ✇❛② ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r ❜❡tt❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦st ✐♥
S1✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ✐s ❛♥ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ ♥♦t✐♦♥✿ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② S1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ✐♥ S2 ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ❝♦st✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ s❡r✈✐❝❡ S1 ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ s❡r✈✐❝❡
S2 ✐❢ S2 ❤❛s ❛ ✇❛② t♦ ❛❝t ❛s S1✱ ❛♥❞ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✇❛② ❝❤♦s❡♥ ❜② S2 t♦ ❛❝t ❛s S1 ✐s✱ ✐ts
q✉❛❧✐t② ✐s s✐♠✐❧❛r ♦r ❤✐❣❤❡r✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♥♦t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ str♦♥❣❡r
✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② S2 ❝❛♥ ❞♦ ❜❡tt❡r t❤❛t S1✱ ❜✉t t❤❛t ✐t ✇✐❧❧
❛❧✇❛②s ❞♦ ❜❡tt❡r✳
❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t② Pr♦❜❧❡♠
■♥♣✉t✿ ❚✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛ A1 ❛♥❞ A2✳
❖✉t♣✉t✿ ❚r✉❡ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π1 ♦❢ A1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π2 ♦❢ A2
s✉❝❤ t❤❛t π1  π2 ❛♥❞ costA2(π2) ≤ costA1(π1)✱ ❢❛❧s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❲❡ ✇r✐t❡ A1 ⊑ A2 ✇❤❡♥ A1 ❛♥❞ A2 s❛t✐s❢② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
❙tr♦♥❣ ❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t② Pr♦❜❧❡♠
■♥♣✉t✿ ❚✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛ A1 ❛♥❞ A2✳
❖✉t♣✉t✿ ❚r✉❡ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π1 ♦❢ A1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π2 ♦❢ A2
s✉❝❤ t❤❛t π1  π2 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② π
′
2 ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t π1  π
′
2✱ costA2(π
′
2) ≤ costA1(π1)✱ ❢❛❧s❡
♦t❤❡r✇✐s❡✳
❲❡ ✇r✐t❡ A1 ⊑
st A2 ✇❤❡♥ A1 ❛♥❞ A2 s❛t✐s❢② t❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
■t ✐s s♦♠❡t✐♠❡ ❢r✉✐t❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❝♦sts ♦♥❧② ♦♥ s✉❜tr❛❝❡s✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r
t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣❛rts ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ♥♦t ♣❛t❤s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ tr✐♠✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡
❞♦♥❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛t❤s✱ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤s✳
P❛rt✐❛❧ ❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t② Pr♦❜❧❡♠
■♥♣✉t✿ ❚✇♦ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛ A1 ❛♥❞ A2✳
❖✉t♣✉t✿ ❚r✉❡ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛t❤ π1 ♦❢ A1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ π2 ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t π1  π2 ❛♥❞
costA2(π2) ≤ costA1(π1)✱ ❢❛❧s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❲❡ ♥♦t❡ A1 ⊑p A2 ✇❤❡♥ A1 ❛♥❞ A2 s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
✽
P❛rt✐❛❧ ❙tr♦♥❣ ❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t② Pr♦❜❧❡♠
■♥♣✉t✿ ❚✇♦ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛ A1 ❛♥❞ A2✳
❖✉t♣✉t✿ ❚r✉❡ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛t❤ π1 ♦❢ A1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ π2 ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t π1  π2 ❛♥❞
❢♦r ❡✈❡r② π′2 ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t π1  π
′
2✱ costA2(π
′
2) ≤ costA1(π1)✱ ❢❛❧s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❲❡ ✇r✐t❡ A1 ⊑
st
p A2 ✇❤❡♥ A1 ❛♥❞ A2 s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❛t cost(π2) ≤ cost(π1) ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❧♦✇❡r ✐s t❤❡ ❝♦st t❤❡ ❜❡tt❡r ✐s t❤❡ s❡r✈✐❝❡✱ ✇❤❛t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t✐♠❡ ♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧
❝♦st✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❞✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐s t❤❡ ❝♦st t❤❡ ✇♦rs❡ ✐s t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣
cost(π2) ≤ cost(π1) ✐♥t♦ cost(π2) ≥ cost(π1)✳ ❆❧❧ ♥♦t✐♦♥s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❡t❝✳ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r ♠❛② ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤✐s ❞✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♥♦t ♦✈❡r❧♦❛❞ t❤❡ r❡❛❞❡r✱
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❝❛s❡✳
❲❡ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣❡r
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ A1 ❛♥❞ A2✱ ✐t ✐s
• ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ L(A1)✱ costA1(u) ≤ costA2(u) ❬❑r♦✾✹❪❀ t❤❡
s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐❢ A1 ❛♥❞ A2 ❛r❡ ❜♦t❤ ✜♥✐t❡❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❬❍■❏✵✷✱ ❲❡❜✾✹❪✱
• ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ L(A1)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ♦❢ ❧❛❜❡❧ u
✐♥ A1 s✉❝❤ t❤❛t costA1(π) ≥ 0 ✭r❡s♣✳ costA1(π) ≤ 0✮ ❬❑r♦✾✹❪✱
• ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ L(A1)✱ costA1(u) ≤ costA2(u)
✐❢ A1 ❛♥❞ A2 ❛r❡ ❜♦t❤ ✜♥✐t❡❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❬❍■❏✵✷✱ ❲❡❜✾✹❪✱
• ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r A1 ✐s ✜♥✐t❡❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❬❲❙✾✶❪✳
• P❙P❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡t❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r L(A1) ⊆ L(A2) ❬❆❍❯✼✹✱ ❇❏✵✻❪✳
✹✳ ❙tr♦♥❣ ❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t② Pr♦❜❧❡♠s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳
▲❡♠♠❛ ✹✳ ❖♥❡ ❤❛s A1  A2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π1 ♦❢ A1 t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π2 ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t π1  π2✳
Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π1 ♦❢ A1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧
♣❛t❤ π2 ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t π1  π2✳ ▲❡t i1 ❜❡ ❛ ❝♦✲❛❝❝❡ss✐❜❧❡ st❛t❡ ♦❢ A1✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❝♦✲❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π1 ✐♥ A1 st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ i1✳ ❇② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π2 ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t π1  π2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ π1[1]  π2[1]✳ ❇✉t π1[1] = i1
❛♥❞ s✐♥❝❡ π2 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤✱ π2[1] ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ A2✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ A1  A2✳
❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t A1  A2✳ ▲❡t π1 ❜❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A1✳ ❙✐♥❝❡ π1[1] ✐s ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ s✐♥❝❡ A1  A2✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ q1 ✐♥ A2 s✉❝❤ t❤❛t π1[1]  q1✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② (π1[1], a1, c1, π1[2]) t❤❡ ✜rst tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π1✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ st❛t❡
q2 ✐♥ A2 ❛♥❞ d1 ∈ Z✱ s✉❝❤ t❤❛t (q1, a1, d1, q2) ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ A2 ❛♥❞ π1[2]  q2✳ ■t❡r❛t✐♥❣
t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥✱ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❜✉✐❧❞ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π2 ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t
π1  π2✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ✷
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ❚❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t A1 = (Q1, A,E1, I1, F1) ❛♥❞ A2 = (Q2, A,E2, I2, F2) ❜❡ t✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❲❡
❞❡♥♦t❡ ❜② B t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ (Q,A,E, I, F ) ✇❤❡r❡
✾
✲ Q = {(q1, q2) ∈ Q1 ×Q2 | q1  q2}✱
✲ E = {((p1, p2), a, c, (q1, q2)) | (p1, a, c1, q1) ∈ E1, (p2, a, c2, q2) ∈ E2, c = c1 − c2, a ∈
A}✱
✲ I = (I1 × I2) ∩Q ❛♥❞ F = (F1 × F2) ∩Q✳
❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t A1 ⊑
st A2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ A1  A2 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π ♦❢ B✱
costB(π) ≥ 0✳
✭⇒✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t A1 ⊑
st A2✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✹✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
✲r❡❧❛t❡❞ ♣❛t❤ ✐♥ A2✳ ❚❤✉s A1  A2✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π ✐♥ B✱
π = (p0, a1, α1, p1), (p1, a2, α2, p2) . . . (pn−1, an, αn, pn).
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ B✱ t❤❡r❡ ❡①✐st p0, p1, . . . , pn st❛t❡s ♦❢ A1✱ q0, q1, . . . , qn st❛t❡s ♦❢ A2✱
✐♥t❡❣❡rs c1, c2, . . . , cn, d1, d2, . . . , dn s✉❝❤ t❤❛t
✕ π1 = (p0, a1, c1, p1), (p1, a2, c2, p2), . . . , (pn−1, an, cn, pn) ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ✐♥
A1✱
✕ π2 = (q0, a1, d1, q1), (q1, a2, d2, q2), . . . , (qn−1, an, dn, qn) ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ✐♥A2✱
✕ ❢♦r ❡✈❡r② 1 ≤ i ≤ n✱ αi = ci − di✱
✕ ❢♦r ❡✈❡r② 0 ≤ i ≤ n✱ pi = (pi, qi) ❛♥❞ pi  qi✳
❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❤❛s π1  π2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ A1 ❛♥❞ A2 s❛t✐s❢② t❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s✿
n∑
i=1
di ≤
n∑
i=1
ci.
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ costB(π) =
n∑
i=1
αi ≥ 0.
✭⇐✮ ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t A1 ❛♥❞ A2 s❛t✐s❢② A1  A2 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π ♦❢ B✱
costB(π) ≥ 0✳
❙✐♥❝❡ A1  A2✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ✐♥ A1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✲r❡❧❛t❡❞
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ✐♥ A2✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤s
π1 = (p0, a1, c1, p1), (p1, a2, c2, p2), . . . , (pn−1, an, cn, pn)
✐♥ A1 ❛♥❞
π2 = (q0, a1, d1, q1), (q1, a2, d2, q2), . . . , (qn−1, an, dn, qn)
✐♥ A2 s✉❝❤ t❤❛t π1  π2✳
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π ✐♥ B✱
π = (p0, a1, α1, p1), (p1, a2, α2, p2) . . . (pn−1, an, αn, pn).
s✉❝❤ t❤❛t
✕ ❢♦r ❡✈❡r② 1 ≤ i ≤ n✱ αi = ci − di✱
✕ ❢♦r ❡✈❡r② 0 ≤ i ≤ n✱ pi = (pi, qi) ❛♥❞ pi  qi✳
✶✵
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ♦♥❡ ❤❛s costB(π) ≥ 0✿
cost(π) =
n∑
i=1
αi ≥ 0.
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
n∑
i=1
di ≤
n∑
i=1
ci.
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t costA2(π2) ≤ costA1(π1)✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✐♠✳
❉❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r A1  A2 ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❬❙❏✵✶✱ ❙❏✵✺❪✳ ◆♦✇ ❞❡❝✐❞✐♥❣
✇❤❡t❤❡r ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π ♦❢ B✱ costB(π) ≥ 0 ✐s ❛ ❜❛s✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥
✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❇❡❧❧♠❛♥✲❋♦r❞✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ♦♥ ❛✉t♦♠❛t❛ ✇✐t❤ ♥✐❧ ✇❡✐❣❤ts
❛♥❞ t❤❡ P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❡st✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r A1  A2✳
✷
❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s P✲❝♦♠♣❧❡t❡✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t A1 ❛♥❞ A2 ❜❡ t✇♦ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ▲❡t B ❜❡ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s
✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t A1 ⊑
st
p A2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ A1  A2 ❛♥❞ ✐❢ ❡✈❡r②
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ B ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✿ ✐❢ A1 ❛♥❞ A2 s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦♥ ♣❛t❤s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 1✱ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥
♦❢ B ❤❛s t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✇❡✐❣❤t❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ B ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t✱
✐t ✐s ❝❧❡❛r ❜② ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛t❤s ❧❡♥❣t❤s✱ t❤❛t A1 ❛♥❞ A2 s❛t✐s❢② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ str♦♥❣
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ❛❧s♦ tr✐✈✐❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ♦♥ ❛✉t♦♠❛t❛ ✇✐t❤ ♥✐❧
✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t❤❡ P✲❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❡st✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r A1  A2✳
✷
✺✳ ❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t② Pr♦❜❧❡♠s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s✉❜st✐t✉✲
t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚❤❡♦r❡♠ ✼✳ ❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐❢ A2 ✐s ✜♥✐t❡❧② ❛♠✲
❜✐❣✉♦✉s✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t A2 = (Q2,Σ, E2, I2, F2) ❛ ✜♥✐t❡❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥
❛♥❞ A1 = (Q1,Σ, E1, I1, F1) ❜❡ ❛ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t♦♥✳ ❙❡t A3 = (Q1,Σ × Q1 ×
Q1, E3, I1, F1) ❛♥❞ A4 = (Q2,Σ×Q1 ×Q1, E4, I2, F2) ✇❤❡r❡✿
• E3 = {(p, [a, p, q], c, q) | (p, a, c, q) ∈ E1}✱
• E4 = {(p, [a, r, s], c, q) | (p, a, c, q) ∈ E2, ∃x ∈ Z, (r, a, x, s) ∈ E1 , r, s ∈ Q1❛♥❞ r 
p ❛♥❞ s  q}✳
✶✶
◆♦t✐❝❡ t❤❛t A3 ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ t❤❛t A4 ✐s ✜♥✐t❡❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ u =
[a1, q1, q2][a2, q2, q3] . . . [an, qn, qn+1] ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② A3✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
(q1, a1, c1, q2) . . . (qn, an, cn, qn+1) ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② u ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ E ✐♥ ❙❡❝t✳ ✸✳ ◆♦✇
❛ss✉♠❡ t❤❛t A2 ✐s ℓ✲❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❞ u = [a1, q1, q2][a2, q2, q3] . . . [an, qn, qn+1]
✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② A4✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st ℓ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ A2 ❛❝❝❡♣t✐♥❣ a1a2 . . . an✱ t❤❡r❡ ✐s
❛t ♠♦st ℓ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐♥ A4 ❛❝❝❡♣t✐♥❣ u✳ ❚❤✉s A4 ✐s ✜♥✐t❡❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳
▲❡t B = A3× (−A4)✱ ✇❤❡r❡ −A4 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ A4 ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜② −1✳
❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t A1 ⊑ A2 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ A1  A2 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ L(B)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ π ✐♥ B s✉❝❤ t❤❛t costB(π) ≥ 0✳
(⇒) ❆ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t A1 ⊑ A2✳ ❚❤❡♥ A1  A2✳ ◆♦✇ ❧❡t u ∈ L(B)✳
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✱ ♦♥❡ ❛❧s♦ ❤❛s u ∈ L(A3)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ π3 ✐♥ A3 ♦❢ ❧❛❜❡❧ u ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
π3 = (q1, [a1, q1, q2], c1, q2), (q2, [a2, q2, q3], c2, q3) . . . (qn, [an, qn, qn+1], cn, qn+1).
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ A3✱
π1 = (q1, a1, c1, q2), (q2, a2, c2, q3) . . . (qn, an, cn, qn+1)
✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ A1✳
❙✐♥❝❡ A1 ⊑ A2✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π2 ✐♥ A2 ♦❢ ❧❛❜❡❧ a1a2 . . . an s✉❝❤ t❤❛t
costA2(π2) ≤ costA1(π1) ❛♥❞ π1  π2. ✭✶✮
❙❡t
π2 = (p1, a1, d1, p2), (p2, a2, d2, p3) . . . (pn, an, dn, pn+1).
◆♦✇✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ A4✱
π4 = (p1, [a1, q1, q2], d1, p2), (p2, [a2, q2, q3], d2, p3) . . . (pn, [an, qn, qn+1], dn, pn+1)
✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ A4✳ ❙✐♥❝❡ costA2(π2) = costA4(π4) ❛♥❞ costA1(π1) = costA3(π3)
❛♥❞ ❜② ✭✶✮✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ✐♥ B ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ π3 ❛♥❞ π4 ❤❛s ❧❛❜❡❧ u ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦st✳
(⇐) ▲❡t ❛ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t A1 ❛♥❞ A2 s❛t✐s❢② A1  A2 ❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② u ∈ L(B)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ✐♥ B s✉❝❤ t❤❛t costB(π) ≥ 0✳
▲❡t
π1 = (q1, a1, c1, q2), (q2, a2, c2, q3) . . . (qn, an, cn, qn+1)
❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ A1✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ A3✱ ♦♥❡ ❤❛s ✐♥ A3 t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥
π3 = (q1, [a1, q1, q2], c1, q2), (q2, [a2, q2, q3], c2, q3) . . . (qn, [an, qn, qn+1], cn, qn+1).
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s✐♥❝❡ A1  A2✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π4 ✐♥ A4 s✉❝❤ t❤❛t π3  π4✳
■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t u = [a1, q1, q2][a2, q2, q3] . . . [an, qn, qn+1] ✐s ✐♥ L(B)✳ ❇② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π ✐♥ B ♦❢ ❧❛❜❡❧ u s✉❝❤ t❤❛t
costB(π) ≥ 0. ✭✷✮
▲❡t π′3 ❛♥❞ π
′
4 ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②A3 ❛♥❞A4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ π✳ ❯s✐♥❣ ✭✷✮✱ ♦♥❡ ❤❛s✿
costA4(π
′
4) ≤ costA3(π
′
3).
✶✷
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ A3 ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✱ π3 = π
′
3 ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s✿
costA4(π
′
4) ≤ costA3(π3). ✭✸✮
❙❡t
π4 = (p1, [a1, q1, q2], d1, p2), (p2, [a2, q2, q3], d2, p3) . . . (pn, [an, qn, qn+1], dn, pn+1).
❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ A4✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ π2 ♦❢ A2 ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿
π2 = (p1, a1, d1, p2), (p2, a2, d2, p3) . . . (pn, an, dn, pn+1).
❙✐♥❝❡ costA4(π4) = costA2(π2) ❛♥❞ ❜② ✭✸✮ ♦♥❡ ❤❛s✿
costA2(π2) ≤ costA3(π3).
❙✐♥❝❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ π2  π1✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳
❚❤✐s ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ✷
❚❤❡♦r❡♠ ✽✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t A1 ❛♥❞ A2 ❜❡ t✇♦ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t❛ A1 ⊑p A2 ✐❢ ❢♦r
❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ (p1, a, c1, q1) ♦❢ A1 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (p2, a, c2, q2) ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t
c2 ≤ c1✱ p1  p2 ❛♥❞ q1  q2✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ A1 ⊑p A2 t❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦♥ ♣❛t❤s ♦❢
❧❡♥❣t❤ 1✱ ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ (p1, a, c1, q1) ♦❢ A1
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (p2, a, c2, q2) ♦❢ A2 s✉❝❤ t❤❛t c2 ≤ c1✱ p1  p2 ❛♥❞ q1  q2✱ ❛ ❞✐r❡❝t
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛t❤s ❧❡♥❣t❤s s❤♦✇s t❤❛t A1 ⊑p A2✳
❈♦♠♣✉t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥  ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ◆❡①t✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡
❛❜♦✈❡ ♣r♦♣❡rt② ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛❧❦ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧✐st✳ ✷
✻✳ ❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ❛♥❞ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣✉t t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤r❡❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✿ s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ str✐❝t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧
❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ❆❚P r✉❧❡s
❢♦r♠❛❧✐s✐♥❣ ❇P❊▲ ✐♥ ❬▼❘✵✽❪✱ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇❤❡r❡ ❈❙P ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❇ ♠❛❝❤✐♥❡s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❈❙P‖❇
❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❈❙P s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❬❊❚✵✼❪ t♦ ❝♦♥✲
tr♦❧ ❇ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❆ ❧♦t ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧❧♦✇ s✉❝❤ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ str✐❝t s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✉s❡❢✉❧✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❋r❛❝t❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬❇❆❇❈+✵✾❪✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t ♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❈❈❙❙✵✽❪✱ ❜✉t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦✉r ♦♣❡r❛t♦r ❤❛♥❞❧❡s ❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✳
❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛t❤ ❝♦sts ✇❤❡♥ ✈❡r✐❢②✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛♥♥❡r✱ ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦st✿ s♦♠❡ ✭❜✉t ♥♦t ❛❧❧✮ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♥♦t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ◆❡✇ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞✳
✶✸
1, 3st❛rt 2, 3
b, 1
a, 2
a, 1a, 0
1, 4st❛rt 2, 4
a, 1
b, 1
a, 2
a, 0
3 5
4
a, 3
b, 3
b, 4
a, 1
a, 1
a, 3
b, 3
a, 1
b, 4
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆✉t♦♠❛t♦♥ Aexe1.Aexe2
✻✳✶✳ ❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ❛♥❞ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ▲❡t A1 = (Q1, A1, E1, I1, F1) ❛♥❞ A2 = (Q2, A2, E2, I2, F2) ❜❡ t✇♦ ✐♥t❡❣❡r
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ A1 ❛♥❞ A2✱ ❞❡♥♦t❡❞ A1.A2✱ ✐s t❤❡ ❛✉✲
t♦♠❛t♦♥ A12 = (Q12, A12, E12, I12, F12) ✇❤❡r❡
• Q12 = {(p1, p2) | p1 ∈ Q1, p2 ∈ I2} ∪Q2✱
• A12 = A1 ∪A2✱
• I12 = {(p1, p2) | p1 ∈ I1, p2 ∈ I2}✱
• F12 = F2✱
❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ E12 ♦❜❡②s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿
❬❙❊◗✶❪
p1
a1,c1
−→A1 q1
(p1, p2)
a1,c1
−→A1.A2 (q1, p2)
❬❙❊◗✷❪
p2
a2,c2
−→A2 q2
(p1, p2)
a2,c2
−→A1.A2 q2
p1 ∈ F1
❬❙❊◗✸❪
p2
a2,c2
−→A2 q2
p2
a2,c2
−→A1.A2 q2
❙t❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (p1, p2)✱ ✇✐t❤ p1 ∈ Q1 ❛♥❞ p2 ∈ Q2 ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ st❛t❡s✳
❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ ♠♦✈❡s ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♠♦✈❡s ♦❢ ❡✐t❤❡r A1✱
♦r ♦❢ A2 ✐❢ A1 ✐s ✐♥ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡✱ ♦r ♦❢ A2 ✐❢ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❛ ♥♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❡✳
●✐✈❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛ Aexe1 ❛♥❞ Aexe2 ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ t❤❡✐r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
Aexe1.Aexe2 ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳
▲❡♠♠❛ ✶✵✳ ▲❡t A1,A2,A3,A4 ❜❡ ❢♦✉r ❛✉t♦♠❛t❛ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛✲
t✐♦♥s 1 ❛♥❞ 2✱ ❛♥❞ A1 1 A3 ❛♥❞ A2 2 A4✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t❡s
♦❢ A1.A2 ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ A3.A4 ❜②
• (p1, p2)R(p3, p4) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (p1 1 p3) ❛♥❞ (p2 2 p4) ❛♥❞✱
• p2Rp4 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ p2 2 p4 ❛♥❞✱
• t❤❡r❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (p1, p2) r❡❧❛t❡❞ ❜② R t♦ ❛ st❛t❡ ♦❢ A4✱ ♥♦r st❛t❡ ♦❢
A2 r❡❧❛t❡❞ ❜② R t♦ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (q3, q4)✳
✶✹
p1 q1
a1, c1
p3 q3
A3A1
a1, c3
≺ ≺
❋✐❣✉r❡ ✺✿ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✶✳
p2 q2
a2, c2
p4 q4
A4A2
a2, c4
≺ ≺
❋✐❣✉r❡ ✻✿ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✶✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳
Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ✜♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ A1.A2 ❛r❡ ✜♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ A2 ❛♥❞ ✜♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ A3.A4 ❛r❡ ✜♥❛❧
st❛t❡s ♦❢ A4✱ ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ R s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ii) ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜❡②✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ r✉❧❡ [SEQ1]✱ ♦r [SEQ2]✱ ♦r
[SEQ3]✳
• ❋♦r ♥♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ st❛t❡s✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ st❛t❡ ♦❢ A1.A2
t❛r❣❡ts✱ ❜② t❤❡ r✉❧❡ [SEQ3]✱ ❛ ♥♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ st❛t❡ ♦❢ A1.A2✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ i) ♦❢
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r st❛t❡s ♦❢ A2 ❛♥❞ A4✳
• ❋♦r ❝♦♠♣♦s❡❞ st❛t❡s✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t p1 1 p3 ❛♥❞ p2 2 p4✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ✜r❡❞ ❢r♦♠ (p1, p2)✳
✕ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (p1, a1, c1, q1) ✐♥ A1✱ t❤❡♥ ❜② [SEQ1] t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
✐♥ A1.A2 ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ((p1, p2), a1, c1, (q1, p2)) ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✮✳ ❙✐♥❝❡ p1 1 p3✱ ❜②
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (p3, a1, c3, q3) ✐♥ A3 s✉❝❤ t❤❛t q1 1 q3✳ ❚❤✉s
(q1, p2)R(q3, p4)✳
✕ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (p2, a2, c2, q2) ✐♥ A2✱ t❤❡♥ ❜② [SEQ2] t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
((p1, p2), a2, c2, q2) ✐♥ A1.A2 ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✮✳ ❙✐♥❝❡ p2 2 p4✱ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ t❤❡r❡
✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (p4, a2, c4, q4) ✐♥ A4 s✉❝❤ t❤❛t q2 2 q4✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ q2Rq4✱ ♣r♦✈✐♥❣
t❤❡ ❧❡♠♠❛✳
✷
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳ ▲❡t A1,A2,A3,A4 ❜❡ ✜♥✐t❡ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ■❢ A1 ⊑ A3 ❛♥❞ A2 ⊑ A4
❬r❡s♣✳ A1 ⊑p A3 ❛♥❞ A2 ⊑p A4❪✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r A1.A2 ⊑ A3.A4 ❬r❡s♣✳ A1.A2 ⊑p A3.A4❪✳
Pr♦♦❢✳ ▲❡t π ❜❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A1.A2✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✱ π
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ π = π1, ((p1, p2), a2, c2, q2), π2✱ ✇❤❡r❡ π1 ✐s ❛ ♣❛t❤ ❜✉✐❧t ✉♣ ✉s✐♥❣
♦♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ st❛t❡s✱ ❛♥❞ (p2, a2, c2, q2), π2 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A2✳ ▲❡t ϕ ❜❡ t❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ((p1, p2), a, c, (q1, q2)) ♦❢ A1.A2 ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ st❛t❡s
✶✺
−, p2st❛rt p1, p2
π1 q2
a2, c2
A2✏A1 × {p2}✑
π2
p2st❛rt p2
ϕ(π1)
q2
a2, c2
A2A1
π2
❋✐❣✉r❡ ✼✿ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳
t♦ (p1, a, c, q1)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣❛t❤s✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✿ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ π ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ t❤❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ϕ✳
❇② [SEQ1]✱ ϕ(π1) ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A1✳ ❙✐♥❝❡ A1 ⊑ A3✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ π3 ♦❢
A3 s✉❝❤ t❤❛t π1 1 π3 ❛♥❞ cost(π3) ≤ cost(π3)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✐♥❝❡ A2 ⊑ A4✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
♣❛t❤ π4 s✉❝❤ t❤❛t ((p2, a2, c2, q2), π2) 2 π4 ❛♥❞ cost((p2, a2, c2, q2), π2) ≤ cost(π4)✳ ▲❡t q4
❜❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ π4✱ pf ❜❡ t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ π3✱ ❛♥❞ k ❜❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ π3 ✭✇❤✐❝❤
✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ π1✮✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ π
′ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ A3.A4 ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ ✐❢ i ✐s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ k✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π3 ✐s (ri, ai, ci, ri+1)✱ t❤❡♥ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥
♦❢ π′ ✐s ((ri, q4), bi, di, (ri+1, q4))✳ ■❢ i ✐s ❡q✉❛❧ t♦ k + 1✱ t❤❡♥ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π
′ ✐s
((pf , q4), a2, c2, q2)✳ ❋♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ i ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ k + 1✱ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π
′ ✐s t❤❡
(i+ k)✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π4✳ ❯s✐♥❣ [SEQ1], [SEQ2] ❛♥❞ [SEQ3]✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t π
′
✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A3.A4 s✉❝❤ t❤❛t t❤❛t cost(π
′) ≤ cost(π)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✵✱
π  π′✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❢♦r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ st✐❧❧ ✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ✷
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ✭♣❛rt✐❛❧✮ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳
■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❛✉t♦♠❛t❛✿
A1 = ({p1}, {a}, {(p1, a, 1, p1)}, {p1}, {p1})✱
A3 = ({q1}, {a}, {(q1, a, 0, q1)}, {q1}, {q1})✱
A2 = ({p2}, {a}, {(p2, a, 4, p2)}, {p2}, {p2})✱
A4 = ({q2}, {a}, {(q2, a, 3, q2)}, {q2}, {q2})✱
P❛✐rs ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ A1,A3 ❛♥❞ A2,A4 ❜♦t❤ tr✐✈✐❛❧❧② s❛t✐s❢② t❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r
A1.A2,A3.A4✱ ♦♥❡ ❤❛s
{((p1, p2), (q1, q2)), ((p1, p2), q2), (p2, q2)} ⊆A1.A2,A3.A4 .
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
((p1, p2), a, 1, (p1, p2))((p1, p2), a, 4, p2)  ((q1, q2), a, 3, q2)(q2, a, 3, q2).
❇✉t t❤❡s❡ ♣❛t❤s ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ str♦♥❣
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ ♠❛② ❝r❡❛t❡ ♥❡✇
✇❛②s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✿ t❤❡s❡ ♥❡✇ ✇❛②s ♠❛② ❤❛✈❡ ❝♦sts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❢✉❧✜❧ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❛❧ ✇❡✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②✳
✶✻
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♣❛✐r ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❛❧♣❤❛❜❡ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳ ▲❡t A1,A2,A3,A4 ❜❡ ✜♥✐t❡ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛ ❬r❡s♣✳ ❛r❡ ✜♥✐t❡ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛
s✉❝❤ t❤❛t A1.A2 ❛♥❞ A3.A4 ❛r❡ ❜♦t❤ tr✐♠❪ s✉❝❤ t❤❛t A1 ❛♥❞ A2 ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❛❧♣❤❛❜❡ts✳ ■❢
A1 ⊑
st A3 ❛♥❞ A2 ⊑
st A4 ❬r❡s♣✳ A1 ⊑
st
p A3 ❛♥❞ A2 ⊑
st
p A4 ❪✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r A1.A2 ⊑
st A3.A4
❬r❡s♣✳ A1.A2 ⊑
st
p A3.A4❪✳
Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t A1 ⊑
st A3 ❛♥❞ A2 ⊑
st A4✳ ▲❡t π ❜❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A1.A2✳ ❇②
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A3.A4 s✐♠✐❧❛r t♦ π ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦st✳
❋✐rst ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✵ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳
❘❡♠❛r❦ t❤❛t s✐♥❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✜r❡❞ ❢r♦♠ ♥♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ st❛t❡s ♦❢ A1.A2 ❛r❡
❡①❛❝t❧② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ A2 ❛♥❞ s✐♥❝❡ A2 ❛♥❞ A1.A2 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✜♥❛❧ st❛t❡s✱ ✐❢
p2 A1.A2,A3.A4 p4✱ t❤❡♥ p2 A2,A4 p4✳ ◆♦✇ ✐❢ (p1, p2) A1.A2,A3.A4 (p3, p4)✱ t❤❡♥ p1 A1,A3
p3 ❛♥❞ p2 A2,A4 p4✳ ❋♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ (p2, a3, c3, r2) ♦❢ A2✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✐♥ A3.A4 ❢r♦♠ (p3, p4) ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② a3 t♦ ❛ st❛t❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ r2 ❜② A1.A2,A3.A4 ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ t❤✐s st❛t❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ r4✱ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡♠❛r❦✮ r2 A2,A4 r4✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✐♠✳
❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛t❤ π′ ♦❢ A3.A4 s✉❝❤ t❤❛t π 
π′✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ π′ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ π′ = π3, ((p3, p4), a, c, q4), π4 s✉❝❤ t❤❛t π3 ✐s ❛
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A3 ❛♥❞ ((p3, p4), a, c, q4), π4 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣❛t❤ ♦❢ A4✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② π
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ π = π1, ((p1, p2), b, d, q2), π2 s✉❝❤ t❤❛t π1 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss✲❢✉❧❧ ♣❛t❤
♦❢ A1 ❛♥❞ ((p1, p2), b, d, q2), π2 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss✲❢✉❧❧ ♣❛t❤ ♦❢ A2✳ ❙✐♥❝❡ π  π
′ ❛♥❞ ❜② ❛❧✲
♣❤❛❜❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ π1 ❛♥❞ π3 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✱ a = b ❛♥❞✱ π2 ❛♥❞ π4 ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✳ ◆♦✇ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✭r❡s♣✳ t❤❡ r❡♠❛r❦✮ ♦♥ st❛t❡s ♦❢ π1 ❛♥❞
π3 ✭r❡s♣✳ ♦❢ ((p1, p2), b, d, q2)π2 ❛♥❞ ((p3, p4), a, c, q4), π4✮✱ ♦♥❡ ❤❛s π1 A1,A3 π3 ✭r❡s♣✳
((p1, p2), b, d, q2), π2 A2,A4 ((p3, p4), a, c, q4), π4✮✳ ❙✐♥❝❡ A1 ⊑
st A3 ❛♥❞ A2 ⊑
st A4✱ ♦♥❡ ❤❛s
cost(π3) ≤ cost(π1) ❛♥❞ cost(((p3, p4), a, c, q4), π4) ≤ cost(((p1, p2), b, d, q2), π2)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
cost(π′) ≤ cost(π)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♦❢✳ ✷
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ str✐❝t
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✱ ✇❤❡r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❧❛❜❡❧ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s
❧❛❜❡❧ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣❛rts ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ✇✳r✳t✳ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✳ ▲❡t A1 = (Q1, A1, E1, I1, F1) ❛♥❞ A2 = (Q2, A2, E2, I2, F2) ❜❡ t✇♦ ✐♥t❡❣❡r
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❚❤❡ str✐❝t s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ A1 ❛♥❞ A2✱ ❞❡♥♦t❡❞ A1 → A2✱ ✐s
t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ A12 = (Q1 ∪Q2, A1 ∪A2 ∪ {δ}, E1 ∪E2 ∪E12, I1, F2) ✇❤❡r❡ δ /∈ A1 ∪A2 ❛♥❞
E12 = {(p, δ, 0, q) | p ∈ F1, q ∈ I2}✳
❋♦r ♦✉r r✉♥♥✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❛ Aexe1 ❛♥❞ Aexe2 ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ t❤❡✐r str✐❝t s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t
Aexe1 → Aexe2 ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳ ▲❡t A1,A2,A3,A4 ❜❡ ✜♥✐t❡ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ■❢ A1 ⊑ A3 ❛♥❞ A2 ⊑ A4
❬r❡s♣✳ A1 ⊑p A3 ❛♥❞ A2 ⊑ A4❪ ❬r❡s♣✳ A1 ⊑
st A3 ❛♥❞ A2 ⊑
st A4❪ ❬r❡s♣✳ A1 ⊑
st
p A3
❛♥❞ A2 ⊑
st A4❪ ✱ t❤❡♥ A1 → A2 ⊑ A3 → A4 ❬r❡s♣✳A1 → A2 ⊑p A3 → A4❪ ❬r❡s♣✳
A1 → A2 ⊑
st A3 → A4❪ ❬r❡s♣✳ A1 → A2 ⊑
st
p A3 → A4❪ ✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ♦❢ A1 → A2 ❛♥❞ st❛t❡s ♦❢ A3 → A4 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ pRq ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✐t❤❡r p ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢ A1 ❛♥❞ q ❛ st❛t❡ ♦❢ A3 ❛♥❞ p A1,A3 q✱ ♦r p
✐s ❛ st❛t❡ ♦❢ A2 ❛♥❞ q ❛ st❛t❡ ♦❢ A4 ❛♥❞ p A2,A4 q✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ ✭❛s ❢♦r ▲❡♠♠❛ ✶✵✮
t❤❛t R ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst❧②✱ ✭♣❛rt ✶✮✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✭♣❛rt ✷✮✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t R ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥
✶✼
1st❛rt 2
b, 1
a, 2
a, 0
3 5
4
a, 3
b, 3
b, 4
a, 1
a, 1
δ, 0
δ, 0
a, 1
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❆✉t♦♠❛t♦♥ Aexe1 → Aexe2
❜❡t✇❡❡♥ A1 → A2 ❛♥❞ A3 → A4✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ t❤✐r❞ st❡♣ ✭♣❛rt ✸✮✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r♦✈❡
t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ Pr♦♦❢s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ✭str♦♥❣✮ s✉❜st✐t✉✲
t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❧❡❢t t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t s✐♥❝❡ A1,A2,A3,A4 ❛r❡
✜♥✐t❡ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛✱ s♦ ❛r❡ A1 → A2 ❛♥❞ A3 → A4✳
✭P❛rt ✶✮✿
▲❡t π ❜❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ✐♥ A1 → A2✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ A1 → A2✱ π ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
✐♥t♦ π1, (p1, δ, p2), π2✱ ✇❤❡r❡ π1 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A1✱ π2 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A2✱ p1
✐s ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ A1 ❛♥❞ p2 ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ A2✳
❆ss✉♠❡ t❤❛t A1 ⊑ A3 ❛♥❞ A2 ⊑ A4✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤s π3 ♦❢ A3 ❛♥❞ π4
♦❢ A4 s✉❝❤ t❤❛t π1 A1,A3 π2✱ π3 A3,A4 π4✱ cost(π3) ≤ cost(π1) ❛♥❞ cost(π4) ≤ cost(π2)✳
▲❡t p3 ❜❡ t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ π3✱ ❛♥❞ p4 t❤❡ st❛rt✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ p4✳ ❙✐♥❝❡ π3 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss✲
❢✉❧ ♣❛t❤ ✐♥ A3✱ p3 ✐s ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ A3✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ p4 ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ A4✳ ❈♦♥s❡✲
q✉❡♥t❧②✱ π3, (p3, δ, 0, p4), π4 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A3 → A4✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
πR(π3, (p3, δ, 0, p4), π4)✳ ❚❤✉s π  π3, (p3, δ, 0, p4), π4✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ cost(π2) ≤ cost(π1)
❛♥❞ cost(π4) ≤ cost(π3) ❡♥s✉r❡ t❤❛t cost(π3, (p3, δ, 0, p4), π4) ≤ cost(π)✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
✭P❛rt ✷✮✿
❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t R =✱ ✐✳❡✳ t❤❛t R ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ A1 → A2 ❛♥❞
A3 → A4✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t p ❜❡ ❛ st❛t❡ ♦❢ A1 → A2✱ ❛♥❞ q ❜❡ ❛ st❛t❡ ♦❢ A3 → A4 s✉❝❤ t❤❛t
p A1→A2,A3→A4 q✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ❛r✐s❡✿
✭✶✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t p ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢ A2✳ ❙✐♥❝❡ A2 ✐s tr✐♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ ✐♥ A2 ❢r♦♠ p t♦
❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ A2✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ p A1→A2,A3→A4 q ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛
s✐♠✐❧❛r ♣❛t❤ ✐♥ A4✳ ❙✐♥❝❡ δ ❞♦❡s♥✬t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛t❤✱ q ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢ A4✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ A1→A2,A3→A4 t♦ st❛t❡s ♦❢ A2 ❛♥❞ st❛t❡s ♦❢ A4 ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s p A2,A4 q✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ pRq✳
✭✷✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t p ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢ A1✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t q ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢
A3✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t q ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢ A4✳ ❙✐♥❝❡ A1 ❛♥❞ A3 ❛r❡ tr✐♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ✐♥
A1 → A2 ❢r♦♠ p t♦ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ δ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛t❤✳
❙✐♥❝❡ p A1→A2,A3→A4 q✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❤ ✐♥ A3 → A4✳ ❇✉t q ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢
A4✱ t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤ ❢r♦♠ q ✇❤♦s❡ ❧❛❜❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s δ✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
q ∈ A3✳ ❆s ❢♦r ❝❛s❡ ✭✶✮✱ t❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t pRq✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✐♠✳
✭P❛rt ✸✮✿
❆ss✉♠❡ t❤❛t A1 ⊑
st A3 ❛♥❞ A2 ⊑
st A4✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♦❢✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇
t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π ♦❢ A1 → A2 ❛♥❞ ❡✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π
′ ♦❢ A3 → A4✱
✐❢ π  π′✱ t❤❡♥ cost(π′) ≤ cost(π)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t π ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A1 → A2
✶✽
❛♥❞ t❤❛t π′ ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A3 → A4✱ t❤❡ ♣❛t❤ π ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ π =
π1, (p1, δ, p2), π2 ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ π
′ ✐♥t♦ π′ = π3, (p3, δ, p4), π4✳ ❙②♠❜♦❧ δ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ π ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ π′✳ ❚❤✉s✱ ❜② ❧❡♥❣t❤ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✐❢ π  π′✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✐♠
✭♣♦✐♥t ✷✮✱ ♦♥❡ ❤❛s π1 A1,A3 π3 ❛♥❞ π2 A2,A4 π4✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t cost(π3) ≤ cost(π1)
❛♥❞ cost(π4) ≤ cost(π2)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ cost(π
′) ≤ cost(π)✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
✷
✻✳✷✳ ❙✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ❛♥❞ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♦✛❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ✇✐t❤ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳ ▲❡t A1 = (Q1, A1, E1, I1, F1) ❛♥❞ A2 = (Q2, A2, E2, I2, F2) ❜❡ t✇♦ ✐♥t❡❣❡r
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ A1 ❛♥❞ A2✱ ❞❡♥♦t❡❞ A1 ⊗A2✱ ✐s t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥
A12 = (Q12, A12, E12, I12, F12) ✇❤❡r❡
• Q12 = {(p1, p2) | p1 ∈ Q1, p2 ∈ Q2}✱
• A12 = A1 ∪A2✱
• I12 = I1 × I2✱
• F12 = F1 × F2✱
❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ E12 ♦❜❡②s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿
❬❙❨◆❈❪
p1
a1,c1
−→A1 q1, p2
a2,c2
−→A2 q2
(p1, p2)
a,c1+c2
−→ A1⊗A2 (q1, q2)
a ∈ A1 ∩A2
❬P❆❘✶❪
p1
a1,c1
−→A1 q1
(p1, p2)
a1,c1
−→A1⊗A2 (q1, p2)
a1 ∈ A1 \A2
❬P❆❘✷❪
p2
a2,c2
−→A2 q2
(p1, p2)
a2,c2
−→A1⊗A2 (p1, q2)
a2 ∈ A2 \ A1
❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ A1 ❛♥❞ A2✱ ❞❡♥♦t❡❞ A1‖A2✱ ✐s t❤❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❞❡❧❡t✐♥❣ ✐♥ A1 ⊗A2 st❛t❡s ✭❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✮ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦✲❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳
❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t✇♦ ❛✉t♦♠❛t❛ Aexe3 ❛♥❞ Aexe4 ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✳ ❚❤❡
❛✉t♦♠❛t❛ Aexe3 ⊗Aexe4 ❛♥❞ Aexe3‖Aexe4 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✶✶✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳ ▲❡t A1,A2,A3,A4 ❜❡ ✜♥✐t❡ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛ ❬r❡s♣✳ ❛r❡ ✜♥✐t❡ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛
s✉❝❤ t❤❛t A1‖A2 ❛♥❞ A3‖A4 ❛r❡ ❜♦t❤ tr✐♠❪✳ ■❢ A1 ⊑ A3 ❛♥❞ A2 ⊑ A4 ❬r❡s♣✳ A1 ⊑p A3
❛♥❞ A2 ⊑p A4 ❪✱ t❤❡♥ A1‖A2 ⊑ A3‖A4 s❛t✐s✜❡s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❬r❡s♣✳ A1‖A2 ⊑p
A3‖A4❪✳
Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ A1 ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ A1 ❛♥❞ A3 ❛♥❞ A2 ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ A2 ❛♥❞ A4
❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ♦❢ A1‖A2 ❛♥❞ st❛t❡s ♦❢ A3‖A4 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
(p1, p2)R(p3, p4) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ p1 A1,A3 p3 ❛♥❞ p2 A2,A4 p4✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦
✶✾
1st❛rt 2
a, 1
c, 0
a, 2
3st❛rt 4
a, 2
b, 5
a, 6
❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❆✉t♦♠❛t❛ Aexe3 ❛♥❞ Aexe4
1, 4
1, 3st❛rt 2, 4 2, 3
a, 3
a, 7
b, 5
a, 4
c, 0c, 0
a, 8
❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❆✉t♦♠❛t♦♥ Aexe3 ⊗Aexe4
1, 4
1, 3st❛rt 2, 4
a, 3
a, 7
b, 5
c, 0
a, 8
❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❆✉t♦♠❛t♦♥ Aexe3‖Aexe4
✷✵
♣❛rts✿ ❋✐rst❧②✱ ✐♥ ✭P❛rt ✶✮✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t R ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐♥ ✭P❛rt ✷✮✱
✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
✭P❛rt ✶✮✿
❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥ R ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ (p1, p2) ✐s ✜♥❛❧ t❤❡♥✱
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ A1 ⊗ A2✱ p1 ❛♥❞ p2 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✜♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ A1 ❛♥❞ A2✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢
p1 A1,A3 p3✱ p3 ✐s ✜♥❛❧✱ ❛♥❞ ✐❢ p2 A2,A4 p4✱ p4 ✐s ✜♥❛❧✱ ♣r♦✈✐♥❣ R s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ii)
♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ◆♦✇ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ i)✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t (p1, p2)R(p3, p4)✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ❛r✐s❡✿
✭✶✮ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ((p1, p2), a1, c1, (q1, p2)) ✐♥ A1‖A2✱ ✇✐t❤ a1 ∈ A1 \ A2✱ ✐t ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ [PAR1]✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (p1, a1, c1, q1) ✐♥ A1 ❛♥❞ ❛
st❛t❡ q3 ♦❢ A3 s✉❝❤ t❤❛t p1 A1,A3 q3✳ ❙✐♥❝❡ (q1, p2) ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦✲❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥
A1⊗A2✱ s♦ ✐s (q3, p4) ✐♥ A3⊗A4✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t (q3, p4) ✐s ❛ st❛t❡ ♦❢ A3‖A4 s❛t✐s❢②✐♥❣
(q1, p2)R(q3, p4)✳
✭✷✮ ■❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ (p1, p2) ✐s ✜r❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ [PAR2]✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡✱ ❛s ❢♦r ❝❛s❡ ✭✶✮✱
t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ i) ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳
✭✸✮ ■❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ (p1, p2) ✐s ✜r❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ [SY NC]✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ (p1, a, c1, q1) ✐♥ A1 ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (p2, a, c2, q2) s✉❝❤ t❤❛t a ∈ A1 ∩ A2✳ ❙✐♥❝❡
(p1, p2)R(p3, p4)✱ t❤❡r❡ ❛r❡ q3 ✐♥ A3 ❛♥❞ q4 ✐♥ A4 ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s (p3, a, c3, q3) ❛♥❞
(p4, a, c4, q4) ✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② A3 ❛♥❞ A4 s✉❝❤ t❤❛t q1 A1,A3 q3 ❛♥❞ q2 A2,A4 q4✳
❙✐♥❝❡ (q3, q4) ✐s ❜♦t❤ ❛♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦✲❛❝❝❡ss✐❜❧❡ st❛t❡ ♦❢ A1⊗A2✱ (q1, q2)R(q3, q4)✱
♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t R ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳
✭P❛rt ✷✮✿
◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t A1 ⊑ A3
❛♥❞ A2 ⊑ A4✳ ▲❡t π ❜❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ✐♥ A1‖A2✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ϕi ✭i ∈ {1, 2}✮✱ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ A1‖A2 t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ Ai ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
((p1, p2), a, c, (q1, q2)) ♦❢ A1‖A2 ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ (pi, a, c, qi) ✐❢ a ∈ Ai✳ P❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ϕi
✭i ∈ {1, 2}✮ ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ ϕi(t1, . . . , tk) = ϕi(t1), . . . , ϕi(tk) ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✐❢ ϕi(t) ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡♥ ϕi(t) ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣t② ♣❛t❤✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t1, t2, t3 ❛r❡ t❤r❡❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❧❡tt❡r ♦❢ A1 ∩ A2✱ A1 \ A2
❛♥❞ A2 \A1✱ t❤❡♥ ϕ1(t1, t2, t3) = ϕ1(t1), ϕ1(t2) ❛♥❞ ϕ2(t1, t2, t3) = ϕ1(t1), ϕ1(t3)✳
▲❡t π ❜❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ✐♥ A1‖A2✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t ϕi(π) ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧
♣❛t❤ ♦❢ Ai✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤s π3 ❛♥❞ π4 ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② A3 ❛♥❞ A4 s✉❝❤
t❤❛t ϕ1(π) A1,A3 π3✱ ϕ2(π) A1,A3 π4✱ cost(π3) ≤ cost(ϕ1(π)) ❛♥❞ cost(π4) ≤ cost(ϕ2(π))✳
❲❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs αi ❛♥❞ βi ❜②
✲ α1 = 1 ❛♥❞ β1 = 1✱
✲ ✐❢ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❧❡tt❡r ✐♥ A1 ∩ A2✱ t❤❡♥ αi+1 = 1 + α1 ❛♥❞
βi+1 = 1 + βi✱
✲ ✐❢ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❧❡tt❡r ✐♥ A1 \ A2✱ t❤❡♥ αi+1 = 1 + α1 ❛♥❞
βi+1 = βi✱
✲ ✐❢ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❧❡tt❡r ✐♥ A2 \ A1✱ t❤❡♥ αi+1 = α1 ❛♥❞
βi+1 = 1 + βi✳
■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ π✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❧❡tt❡r ✐♥ Ai ✐s ♠❡t✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r ✭α ❢♦r A1 ❛♥❞ β ❢♦r A2✮ ✐♥❝r❡❛s❡s✳
◆♦✇ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s π′ ♦❢ A3 ⊗A4 ❜②✿
✷✶
p1st❛rt p2
a, 1
a, 1 a, 1
p3st❛rt p4
a, 1
a, 1 a, 1
q1st❛rt q3 q2
a, 1
a, 1
a, 6
a, 0
q4st❛rt
a, 0
❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❆✉t♦♠❛t❛ ❢♦r ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻
✲ ■❢ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❧❡tt❡r a ✐♥ A1 ∩ A2✱ t❤❡♥ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥
♦❢ π′ ✐s ((p3, p4), a, c3+ c4, (q3, q4)) ✇❤❡r❡ (p3, a, c3, q3) ✐s t❤❡ αi✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π3 ❛♥❞
(p4, a, c4, q4) ✐s t❤❡ βi✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π4✳
✲ ■❢ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❧❡tt❡r a ✐♥ A1 \ A2✱ t❤❡♥ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥
♦❢ π′ ✐s ((p3, p4), a, c3, (q3, p4)) ✇❤❡r❡ (p3, a, c3, q3) ✐s t❤❡ αi✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π3✳
✲ ■❢ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❧❡tt❡r a ✐♥ A2 \ A1✱ t❤❡♥ t❤❡ i✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥
♦❢ π′ ✐s ((p3, p4), a, c4, (p3, q4)) ✇❤❡r❡ (p4, a, c4, q4) ✐s t❤❡ βi✲t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ π4✳
❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t αi ✐s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ π1 ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
π3✮ ❛♥❞ t❤❛t βi ✐s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ π2 ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ π4✮✳ ❚❤✉s✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s [PAR1], [PAR2] ❛♥❞ [SY NC]✱ π′ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❇② ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥❡
❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t π′ ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A3‖A4 s❛t✐s❢②✐♥❣ πRπ
′ ❛♥❞ cost(π′) ≤ cost(π)✳
❙✐♥❝❡ R ✐s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ A1‖A2,A3‖A4 ✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳
✷
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ✭♣❛rt✐❛❧✮ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳
❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t❛ ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✷✮✿
A1 = ({p1, p2}, {a}, {(p1, a, 1, p1), (p1, a, 1, p2), (p2, a, 1, p2)}, {p1}, {p2})✱
A3 = ({q1, q2, q3}, {a}, {(q1, a, 1, q3), (q3, a, 6, q1), (q1, a, 0, q2), (q2, a, 1, q2)}, {q1}, {q2})✱
A2 = ({p3, p4}, {a}, {(p3, a, 1, p3), (p3, a, 1, p4), (p4, a, 1, p4)}, {p3}, {p4})✱
A4 = ({q4}, {a}, {(q4, a, 0, q4)}, {q4}, {q4})✳
❇♦t❤ ♣❛✐rs ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❛ A1,A3 ❛♥❞ A2,A4 s❛t✐s❢② t❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳
❇✉t (p1, p3) A1‖A2,A3‖A4 (q1, q4)✱ (p1, p3) A1‖A2,A3‖A4 (q3, q4) ❛♥❞ (p2, p4) A1‖A2,A3‖A4
(q2, q4)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤s
π12 = ((p1, p3), a, 2, (p1, p3))((p1, p3), a, 2, (p1, p3))((p1, p3), a, 2, (p2, p4))
❛♥❞
π34 = ((q1, q4), a, 1, (q3, q4))((q3, q4), a, 6, (q1, q4))((q1, q4), a, 0, (q2, q4))
s❛t✐s❢② π12 A1‖A2,A3‖A4 π34✳ ❇✉t cost(π12) = 6 ❛♥❞ cost(π34) = 7✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❢♦r ♣❛✐rs ♦❢
❛✉t♦♠❛t❛ ✇✐t❤ ❞✐s❥♦✐♥t ❛❧♣❤❛❜❡ts✳
✷✷
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✳ ▲❡t A1,A2,A3,A4 ❜❡ ✜♥✐t❡ tr✐♠ ❛✉t♦♠❛t❛ s✉❝❤ t❤❛t A1 ❛♥❞ A2 ❤❛✈❡
❞✐s❥♦✐♥t ❛❧♣❤❛❜❡ts ❛♥❞✱ A3 ❛♥❞ A4 ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❛❧♣❤❛❜❡ts✳ ■❢ A1 ⊑
st A3 ❛♥❞ A2 ⊑
st A4 ❬r❡s♣✳
A1 ⊑
st
p A3 ❛♥❞ A2,⊑
st
p A4❪✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r A1‖A2 ⊑
st A3‖A4 ❬r❡s♣✳ A1‖A2 ⊑
st
p A3‖A4❪✳
Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦✉♣❧❡s A1 ⊑
st A3 ❛♥❞ A2 ⊑
st A4✳ ▲❡t π ❜❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤
♦❢ A1‖A2✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A3‖A4 s✐♠✐❧❛r t♦ π ✇✐t❤ ❛
s♠❛❧❧❡r ❝♦st✳
❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐❢ (p1, p2) A1‖A2,A3‖A4 (p3, p4)✱ t❤❡♥ p1 A1‖A2 p3 ❛♥❞ p2 A3‖A4 p4✳ ■t
s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t p1 A1‖A2 p3 ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ s②♠♠❡tr②✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t p1 6A1‖A2
p3✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ♠❛② ❛r✐s❡✿
✭✶✮ p1 ✐s ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ A1 ✇❤❡r❡❛s p3 ✐s ♥♦t✳ ❙✐♥❝❡ A2 ✐s tr✐♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤
✐♥ A2 ❢r♦♠ p2 t♦ ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ q2 ♦❢ A2✳ ❚❤✐s ♣❛t❤ ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❧❡tt❡rs ✐♥ t❤❡
A2 ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ✐♥ A1‖A2 ❢r♦♠ (p1, p2) t♦ (p1, q2)✳ ❙✐♥❝❡
(p1, p2) A1‖A2,A3‖A4 (p3, p4)✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❤ ✐♥ A3‖A4 t♦ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ (p3, q4)✳ ◆♦✇ s✐♥❝❡ q2 ✐s ❛ ✜♥❛❧ st❛t❡ ✐♥ A2✱ s♦ ✐s (p1, q2) ✐♥ A1‖A2✳ ❇✉t
(p1, q2) A1‖A2,A3‖A4 (p3, q4)✱ s♦✱ (p3, q4) ✐s ✜♥❛❧ ✐♥ A3‖A4✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ p3 ✐s ✜✲
♥❛❧✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✭✷✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ A1 st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ p1 ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② a✱ ❜✉t ♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜②
a st❛rts ❢r♦♠ p3 ✐♥ A3✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ A1‖A2 st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ (p1, p2)
❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② a✳ ❙✐♥❝❡ a ✐s ♥♦t ❛ ❧❡tt❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ A3✱ ♥♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞
❜② a ✐♥ A3‖A4 ❝❛♥ ❜❡ ✜r❡❞ ❢r♦♠ (p3, p4)✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✭✸✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ (p1, a1, c1, q1) ♦❢ A1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
(p3, a1, c3, q3) ♦❢ A2✱ q1 6A1,A3 q3✳ ■t❡r❛t✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤ st❛t❡s
(p′1, p2) ❛♥❞ (p
′
3, p3) s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❝❛s❡ ✭✶✮✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✐♠✳
◆♦✇ ❧❡t π′ ❜❡ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ A3‖A4 s✉❝❤ t❤❛t π A1‖A2,A3‖A4 π
′✳ ▲❡t π′3 ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ ✐♥ π′ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❧❡tt❡r ✐♥ t❤❡ A4
❛❧♣❤❛❜❡t✳ ▲❡t ❛❧s♦ π′4 ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ ✐♥ π
′ ❛❧❧ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ❧❡tt❡r ✐♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ A3✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡ts✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π′3 ♦❢ π
′ ♦♥ A3 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A3✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π′4 ♦❢ π
′ ♦♥ A4 ✐s ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ ♦❢ A4✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ π ❝❛♥ ❜❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π1 ♦❢ A1 ❛♥❞ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣❛t❤ π2 ♦❢ A2✳ ❚❤❡ ❝❧❛✐♠
❡♥s✉r❡s t❤❛t π1 A1,A3 π
′
3 ❛♥❞ t❤❛t π2 A1,A3 π
′
4✳ ◆♦✇ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦✉♣❧❡s A1 ⊑
st A3
❛♥❞ A2 ⊑
st A4 s❛t✐s❢② t❤❡ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✉s cost(π
′
3) ≤ cost(π1) ❛♥❞
cost(π′4) ≤ cost(π2)✳ ❙✐♥❝❡ cost(π) = cost(π1) + cost(π2) ❛♥❞ s✐♥❝❡ cost(π
′) = cost(π′3) +
cost(π′4)✱ ♦♥❡ ❤❛s cost(π
′) ≤ cost(π)✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ str♦♥❣ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❧❡❢t t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✳
✷
✼✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ■ss✉❡s
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ s❡r✈✐❝❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡✐r ❛ss❡♠❜❧②✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ tr✉st✇♦rt❤② s②st❡♠s
✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❥❡❝t ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s r❡st ♦♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❜②✿
✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr✉st✇♦rt❤② s♦❢t✇❛r❡ s②st❡♠s ❢r♦♠ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
✷✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ ✈❡r✐❢② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛ss❡♠❜❧✐♥❣✳
✸✳ ❚❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
✷✸
✼✳✶✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❲❡❜ ❙❡r✈✐❝❡s ✇✐t❤ ◗♦❙
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ ❛✉t♦♠❛t❛✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬t❇❇●✵✼❪
❢♦r ❛ s✉r✈❡②✮✳ ■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t s✐❧❡♥t τ ✲tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✲
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡✳❣✳ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❇P❊▲ str✉❝t✉r❡❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛✲
t♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❡✳❣✳ t❤❡ ✢♦✇ ❇P❊▲ str✉❝t✉r❡❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱
t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s♦✉r❝❡✴t❛r❣❡t ❧✐♥❦s t❤❛t ✇♦✉❧❞ s♦♠❡❤♦✇ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳ ❇♦t❤ ❇P❊▲ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛❧❧♦✇
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① s❡r✈✐❝❡s ❜② ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡r✈✐❝❡s✳
❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ tr❛❝❡✲❜❛s❡❞ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡
t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠♦✈✐❡ st♦r❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❜♦♦❦ st♦r❡
❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❖r❛❝❧❡ ❬❏✉r✵✺❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❛♥ ❛♣♣r♦✈❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ✐♥t❡♥❞
t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤❛t ✇♦r❦ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
♣r♦❜❧❡♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
✼✳✷✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts
❚❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ s②st❡♠s ✐♥ ✈❡r② ✈❛r✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ ❛s t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ tr❛♥s♣♦rt❛✲
t✐♦♥✱ ❤♦♠❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s♠❛rt ❤♦♠❡s ♦r ❞♦♠♦t✐❝s✮✱ s②st❡♠✲♦♥✲❝❤✐♣✱ ❡t❝✳ ❛r❡
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ s♠❛rt ❞❡✈✐❝❡s ♦r ✧✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡② ❡♠❜❡❞ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡
♣❛rt ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠✳ ❊♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ✇❤♦s❡
r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♠✐t❡❞ ♠✉st s❛t✐s❢② ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r r❡s♦✉r❝❡s ✭♠❡♠♦r②✱ ❡♥❡r❣②✱ ❡t❝✳✮✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❧❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✹✳ ❆ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
♣❛rt ♦❢ ❧❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❧✐❦❡ ●P❙✱
❲✐✜ ♦r ●P❙✰❲✐✜✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❛ ❞r✐✈❡r❧❡ss
✈❡❤✐❝❧❡ ❧✐❦❡ ❈r✐st❛❧ ♦r ❈②❝❛❜✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ s②st❡♠ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●P❙ ❞❛t❛ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥t❡①ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✉st r❡s♣♦♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛❧❧♦✇
t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ s❡t ❛ r❡❛❧ tr✉st✇♦rt❤② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱
❛♥❞ ❛ ♠❡r❣❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ ❣✐✈❡s ❛ ✈❡r② ❛❜str❛❝t ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋r❛❝t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧ ❬❇❈▲+✵✻❪✳ ❋♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ t✇♦✲❢♦❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇❆❇❈+✵✾❪ ❢♦r ❋r❛❝t❛❧✱ ●❈▼
❛♥❞ Pr♦❆❝t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ✭✶✮ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❉▲ ❛♥❞ ✭✷✮ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✬s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s
s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❛✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳
❊❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❛ s♦❢t✇❛r❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts tr❛♥s❢❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣
❞❛t❛ t♦ t❤❡ ♠❡r❣❡r ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ♠❡r❣❡r ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ ♠❡r❣❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♠✉st ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ✉♥❧❡ss t❤❡ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ❝❛❧❧❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✬s ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ r❡q✉❡st ❛♥❞ t♦
❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ r❡❝❡✐♣t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ♦t❤❡r
♥♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ t✐♠❡✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ r❡s♣♦♥s❡✱ ❝♦st ♦❢
✉s❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ ♣r✐✈❛❝②✱ ❡t❝✳ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ◗♦❙ ♠❡❛s✉r❡s✱ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ❝❛♥ ❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ ❤♦✇ ✐♠♣♦rt❛♥t s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②✱ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ ❝♦sts ✐♥t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋r❛❝t❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❬◆❇▲✵✾✱ P▼❙❉✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤❡
✉s❡❞ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳ ■t ✐s ❞♦♥❡ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❚❤✐♥❦✺✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❋r❛❝t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❡♣✲
❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ ❡❛s❡ ♣♦rt❛❜✐❧✐t②✱ r❡✉s❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❝♦❞❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚❤✐♥❦ ♣r♦♣♦s❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r s❡r✈✐❝❡s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞
✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡♥❡r❣② ❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ✭s❡❡ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ ❬❲❈❞▲✵✼❪✮✳
✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts✳ ❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❡①♣♦s❡s ❤♦✇ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✉t♦♠❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❛❞❞r❡ss s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ✐ss✉❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡❞
❢♦✉r ❦✐♥❞s ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♠❛♥❛❣✐♥❣ ◗♦❙ ❛s♣❡❝ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡s❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✳ Pr♦✈✐❞❡❞
♣r♦♦❢s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✱ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ❛r❡ tr❛❝t❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
✺❤tt♣✿✴✴t❤✐♥❦✳♦✇✷✳♦r❣✴
✷✺
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜♥✐t❡❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❛✉t♦♠❛t❛ ❛✉t♦♠❛t❛ ❛✉t♦♠❛t❛
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ♦♣❡♥
♣❛rt✐❛❧ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
str♦♥❣ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ P✲❝♦♠♣❧❡t❡
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
♣❛rt✐❛❧ str♦♥❣ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ P✲❝♦♠♣❧❡t❡
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♥♦t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤r❡❡
♥❛t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✕ s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ str✐❝t✲s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✕ ✇❡r❡
❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♥❡✇ ✕ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✕ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐✈✐t② ✈s✳ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♣❛t❤ ❝♦sts ✇❤❡♥ ✈❡r✐❢②✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛♥♥❡r✱ ❤❛s ❛ ❝♦st✳ ❚♦ s✉♠
✉♣✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛rt ❜❡❧♦✇✳
s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ str✐❝t ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧
❞✐s❥✳ ❛❧♣❤❛❜❡ts ❞✐s❥✳ ❛❧♣❤❛❜❡ts
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
♣❛rt✐❛❧ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
str♦♥❣ ♥♦ ②❡s ②❡s ♥♦ ②❡s
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
♣❛rt✐❛❧ str♦♥❣ ♥♦ ②❡s ②❡s ♥♦ ②❡s
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
❲❡ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡✲
❧❡ss✱ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤✱ s♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ st❡♣ t♦✇❛r❞s
♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ s❡tt✐♥❣s t♦ ❜❡ ♦❢ ✉s❡ ✐♥ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬▼❘✵✽✱ ❊❚✵✼✱
❇❆❇❈+✵✾❪✮✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉ts✱ ♦✉t♣✉ts ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡
✇❡ ✇❛♥t t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣
❛❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❥✉st ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✿ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡
s❛♠❡✳
❉✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❡✐t❤❡r ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ♦r ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝❛♥ ♠❛♥❛❣❡
❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡❞ ♦r ♥♦t✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♠❛♥❛❣❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❛❝t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐♦♥s ♠❛②
❧❡❛❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❆t t❤✐s st❡♣✱ ♦✉r ✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♥❞❧❡ t❛✉✲
❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❛t ✇❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛♥ ♠❛♥❛❣❡ t❛✉✲❛❝t✐♦♥s ❛s ❛♥♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛✉t♦♠❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ❜✉✐❧t ✉♣ ❢r♦♠
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥♦t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ✇✐t❤ ✇♦r❦s ✐♥ ❬▲▼❲✵✼✱
❙❲✵✾❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡♥ ♥❡ts ✭✉♥❝♦❧♦✉r❡❞ P❡tr✐ ♥❡ts ✇✐t❤ ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛✉t♦♠❛t❛ ✇❤♦s❡ st❛t❡s ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❜② ❜♦♦❧❡❛♥ ❢♦r♠✉❧❛
♦✈❡r st❛t❡s✳ ■♥ t❤♦s❡ ❛✉t♦♠❛t❛✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✴❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❖♥❝❡
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✴s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t❛✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡♠❛✐♥❡❞
♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥❝❡r♥s ❛❝t✐♦♥ ❝♦sts✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❛❧❧
❛❜str❛❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ♦♥
✷✻
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✜♥❡r
❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦r❦s ♦♥ ❛✉t♦♠❛t❛✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ s❡r✈✐❝❡s ❬t❇❇●✵✼❪
❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❬❇❆❇❈+✵✾❪✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛♠♦♥❣
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚♦ ❣♦ ❢✉rt❤❡r✱ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❧✐❦❡ ▼❡❛❧② ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛
♦r P❡tr✐ ♥❡ts ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t♦ t❤❡s❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ✐s ❡❛s②✱ ❜✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❣❛✐♥✿ ❤♦✇❡✈❡r s✉❜st✐t✉t✐✈✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ♦r ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡s❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠s✳ ■♥ ♦t❤❡r r❡s♣❡❝ts✱ t❤❡ ♠❛tt❡r ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡✲❜❛s❡❞
s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②✳
P♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② s❤♦✇s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥♦t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✴r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♠❡tr✐❝s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❡r✈✐❝❡ ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ♦r t❤❡ s❡r✈✐❝❡ tr❛❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✴r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ s❡r✈✐❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♣r♦✜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ❜❡✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
❛♥❞ ✈❡r✐❢②✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲♦r❦ ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈❡r✐❢②✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ s✉❜st✐t✉t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❜✉s✐♥❡ss
♣r♦t♦❝♦❧s✳
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s r❡❢❡r❡❡s ❛♥❞ ❋❆❈❙✬✵✽ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❢♦r t❤❡✐r ✐♥✲
t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
r❡s✉❧ts ✐♥ ❬❍❑❱✵✽❪✳ ❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❙❈P r❡❢❡r❡❡s ❢♦r t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ❛❞✈✐❝❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬❆❍❯✼✹❪ ❆✳ ❆❤♦✱ ❏✳ ❍♦♣❝r♦❢t✱ ❛♥❞ ❏✳ ❯❧❧♠❛♥✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣❛❣❡s ✸✾✺✕✹✵✵✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱ ✶✾✼✹✳
❬❇❆❇❈+✵✾❪ ❚✳ ❇❛rr♦s✱ ❘✳ ❆♠❡✉r✲❇♦✉❧✐❢❛✱ ❆✳ ❈❛♥s❛❞♦✱ ▲✳ ❍❡♥r✐♦✱ ❛♥❞ ❊✳ ▼❛❞❡❧❛✐♥❡✳ ❇❡✲
❤❛✈✐♦✉r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❋r❛❝t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆♥♥❛❧❡s ❞❡s ❚é❧é❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✻✹✭✶✲✷✮✿✷✺✕✹✸✱ ✷✵✵✾✳
❬❇❇❇❘✵✼❪ P✳ ❇♦✉②❡r✱ ❚❤✳ ❇r✐❤❛②❡✱ ❱✳ ❇r✉②èr❡✱ ❛♥❞ ❏✳✲❋✳ ❘❛s❦✐♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❛❝❤❛✲
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